Ubungsblatt 4 Grp. A Mathematik 2 - Losungen

SS 2020

1 Bsp. 46:

Kurvenintegrale

= x? " t ..
a) K = und = 5 ) fir0<¢<1.
-2y t

Damit

. 3
b) K = <32>, C ist der Parabel z = 1 — y? von (0,-1) bis (0,1).

Damit

)
fz(l tt)mit—lgtgl

/def/ll ((1 _t3t2)2> . (—ft) dt

1
= / (=2t* + 1 — 22 + t1)dt

(1.4)

(1.5)

(1.6)
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- exfl t2
c)Kz( )undi":<3)fﬁr0§t§1.
Ty t

- Plet*1 2t
. e )
[war [ () (55) (19
L 2
:/ (2tet ~1 + 3t7)at (1.10)
0
1
e 3% 111
— Z | =24 = 1.11
e -t 3 (1.11)
0
2 Bsp. 4T7:
Linienintegrale
Jozydz +ydy , C:y = sin(x) mit 0 <z < .
Damit K = (*Y) und 7 = .t firo<t<Z.
y sin(t) 2
_[? [tsin(t) 1
I 7/0 (sm(t)) ' (cos(t)> t (2.1)
z
:/ tsin(t) + sin(t)cos(t)dt (2.2)
0
.2
t
= sin(t) — tcos(t) — “’52( ) (2.3)
0
3
=14+-== 2.4
ro=a (24)
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3 Bsp. 48
Jo zdx + xdy + ydz
. z t2 1—t¢
Damit K = [z | und C; = [ #3 | und C; ist die gerade von P(1,1,1) zu P(0,0,0) — [ 1 —¢
y 12 1—t
mit 0 <t < 1.
1 (12 2t 11—t -1
1:/ t2] - | 3t2 dt+/ 1—t|-|—1] dt (3.1)
0 \# 2t 0 \1—t¢ -1
1
= / (23 + 3t* + 2t* 4 3t — 3)dt (3.2)
0
1
2 4
=-3t+ —+ -+ 3.3
T gt (3.3)
0
3 1
=-3+-+_-+1=2-2=0 (34)
2 2
4 Bsp. 49:
a) K= (xiyy) und C die Gerade von P(1,2) nach Q(3,4).
Zuerst miissen wir die Gerade & parametrisieren.
S 1 2
T=P+t(Q—P)= (2)+t(2> (4.1)
Damit
= [ (2t+1)(2t+2) \ (42 +6t+2
K= ((2t+ D+ @+2) = a3 (4.2)
S Y446t 42\ (2
[Ram [ (#002) () "
1
= / (8t% + 20t + 10)dt (4.4)
0
1
8t3 20t2 60 8 68
=+ 410t = =+ - == 4.5
3 + 2 + 3 + 3 3 (4:5)
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b) K = (gy:) und C die Parabel y = 4 — 22 von P(-2,0) nach Q(0,4).
Zuerst miissen wir die Parabel I parametrisieren.
Wir setzen x = t mit -2 < ¢ < 0, damit ist
. t
0
/Cde:/2<4_tt2>.(_12t> dt (4.7)
0
= / (t — 8t + 2t3)dt (4.8)
-2
0
(N
=ty =l4-8= (4.9)
-2
. zy t
c) K= y | und C ist gegeben durch Z = [ #? | mit 0 <¢ < 1.
—x t3
. 1 (83 1
/de:/ 2 2t | at (4.10)
c 0 \—t 3t?
1
:/ (3% — 3t3)dt (4.11)
0
=0 (4.12)
. T+y et
d) K = Ty und C ist gegeben durch = [ e7! | mit 0 < ¢ < 1.
Yy 262t
1 et +et et
K d7 :/ et et —e U dt (4.13)
C 0 et 46215
1
= / (e* +1—e " 4 4eh)dt (4.14)
0
1
o2t
=5 +et+4del +t (4.15)
0
e? 1 1 e 1
= bl 4de—-—1-4="F-+44e— 4.1
g Tl - tde—3 5t tde (4.16)
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5 Bsp. 50:
Die Schwerpunkt koordinaten sind gegeben durch
x—i/x(x ) ds (5.1)
s — m Jo P\, Y :
= | ot d (52
Ys = m Cyp T,y)as .
mit m = fc o(z,y)ds, p(x,y) =1 —y und 22 + % = 1.
Wir setzen x = ¢t und berechnen m mit folgende Formel:
b 2 2
dx dy
[ steis = [ st ¢ (%) + (%)« (59
C a
m= [ (1—y)ds (5.4)
c
1 JITE 2
= 1—vV1—¢2]- 1+(— ) dt 5.5
/4 [ } V1—t2 (5:5)
1 JITE 1
= 1—v1-¢2]- dt 5.6
/4 { } V1—t2 (5:6)
! 1
= -1l dt=m—-2~1.14 5.7
/_1 [\/ 1—t2 :| ( )
Jetzt rechnen wir z, und y;
1/t JiTE t\?
== t-[1—v1—1¢t2|4/1 —— | dt 5.8
s m [1 |: :| + ( /1 — t2> ( )
—1/1 [t /1 t?} ! dt (5.9)
T = B — .
x—l/l <t—t> dt =0 (5.10)
ST om 1 \V1—1¢2 .
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et [T [T ()

m/ Vi — (l—tQ)}-<\/117t2 dt

(1-1t%)
/ / —V1-t2dt= (2 — —) ~ 0.38
m 2

1-— t2
Die Koordinaten des Schwerpunktes S sind (0, 0.38).

6 Bsp. 51:

Man berechne das Integral

/ f(z,y) dedy
B

a) f(z,y) = ya?, B ist das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1).

: X
02 (OO0 0.2 0.4 0.6 08 B0 2

Abbildung 6.1: Das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1)

Wir kénnen durch die Gerade y = 1 — « die y Grenzen ausdriicken.

1 1—x
I :/ / %y dydx
o Jo

1—z

1.2 2
I:/xy dz
0 2
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1,2/ 2
:/ et )7, (6.4)
A 2
1 1
1:5/0 zz(z272z+1> dz (6.5)
1
1 (2> z* a8
joifz 2t ety 1 6.6
2(5 2+3> 60 (6.6)

b) f(z,y) =y (1 — cos(%)), wobei B begrenzt wird von den Kurven z =0, y = y/z und y = 2.

4

10 15

Abbildung 6.2: Bereich B begrenzt von den Kurven z = 0,y = \/z,y = 2

Fiir die x Grenzen miissen wir den Schnittpunkt der beiden Funktionen berechnen, indem wir die
zwei Funktionen gleich setzen. Als y Grenzen werden wir die funktion y = y/z nehmen.

Damit
I= /:0 /:_ﬁy (1 — cos (T)) dyda (6.7)

I= /:ZO y; <1 — cos (T)) dx (6.8)
I:/QiOZL;m(l—cos(T)) da (6.9)

1
1+cos () — 2 —wcos (= )| de=4— 16 ~ 2.38 (6.10)
4 4 2
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¢) flz,y) = et B= {(z,y)| In(y) < x <In(2y), 1 < y < 2}

Abbildung 6.3: Bereich B begrenzt von den Kurven y = e*,y = %, y=1y

2 In 2y R
I:/ / e* V" dady
y=1Jz=Ilny

2

Abbildung 6.4: Bereich B begrenzt von den Kurven y = 22, x = 3?2

2

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)
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Die Grenzen fiir y sind bestimmt durch die zwei gegebenen funktionen.
Die Grenzen fiir x sind durch den Schnittpunkt der beiden Funktionen bestimmt.

1 vE
I= / / (1 — 2®)y? dydx (6.15)
=0 Jy=1z2

vz
1 y3
1:/ 1-aHL| e (6.16)
=0 3

x

I= ;/:0 (1 —x3) (x% —xﬁ) dx (6.17)

1t - 9
I=§L [xg—ac%—x6+x%} dz = — ~ 0.058 (6.18)

7 Bsp. 52:

a)f(x,y) = xy, B= {(x,y)‘ 1<x<2, 2?2 <y<1+2%)

Abbildung 7.1: Bereich B begrenzt von den Kurven y = 22, y = 22 + 1

2 1422
I :/ / zy dydx (7.1)

=—1Jy=x2

) 1+z2

2

- / Rk R (7.2)
rx=—1 2
12
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2 4 2 5
2 1
1:/ (@ +27+1 2” (7.3)
rx=—1 2 2
2
22 9
= 0 2 A4
4 + 4 2 (7.4)
-1
b) f(x,y) = 2zy?, B wird begrenzt von den Kurven z = y2, x = 3 — 2y%.
\ ! \ //
\\ 1.0 //
7 05 =
Abbildung 7.2: Bereich B begrenzt von den Kurven z = 2, x = —2y% + 3
1 3—y2
I= / / 2xy? dxdy (7.5)
y=—1Jx=y2
B—yz
1
= / z?y? dy (7.6)
r=—1 :L‘:y2
1
I= / [(9 — 1297 + 49%)y? — y4y2} dy (7.7)
rx=—1
1
3yT 1248 2
1_%—% 38 = 2 ~2.06 (7.8)
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8 Bsp. 53:

Mit Hilfe von Polarkoordinaten berechne man folgende Integral

I = dzd 8.1
/—1/ 1+1152+y B ®1)

Die Polarkoordinaten sind gegeben durch x = rcos(¢) und y = rsin(¢), mit r = /22 + y2.
Um die koordinaten Transformation in der Integral zu setzen miissen wir zuerst die Jacobi deter-
minante ausrechnen.

oz Oz —rqi
deta(x v) =de t<5y gg) = det <C~OS¢ Tsm¢) =r-cos¢® +7-sing? =7 (8:2)

a(r, d) o 98 sing rcos¢

Damit ist dedy = rdrdg.

Abbildung 8.1: Integrationsbereich.

1 % 1
- -7 dod 8.3
[ gt -

I_l/)]/ T dgdr (8.4)

us
2

1
.
I_A———a¢ dr (8.5)

1472

[NE]
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1
I=n / T (8.6)
o 1+r2 '
1
In2
I=Zhr?4+1) =55 ~ 109 (8.7)
0
9 Bsp. 54:
Man berechne das Integral
Y =
I :/ / / ycosz dydzdz (9.1
z=0 Jz=1Jy=0
5 2 yQ Vi-z
I :/ / “—cosx dzdx (9.2)
=0 Jz=1 2 0
312 1=
I = / / ® cosx dzda (9.3)
=0 Jz=1 2
1 [3 2 2
1:2/£_Oz—2cosxlda: (9.4)
LA
= / —cosx dx (9.5)
z=0 4
3
I=—-sinz|] =-—- (9.6)
0
10 Bsp. 55:
Man berechene das Integral
I= /// flz,y, 2) dedydz (10.1)
B
a)f(x,y,z) =2z, B = {(Iyy,z)‘ 0<y<20<x<44-92,0<z<y}
2 Va-y2 ry
I =/ / / 2z dzdxdy (10.2)
y=0 Jx=0 z=0
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2 4—y?2
I :/ / 2xy dxdy (10.3)
y=0 Jax=0
2
I:/ 2y
y=0
2 Y
1:/ (dy—y°) dy = | 20" — =
y=0 4

b)f(z,y,2) =y, B ist der Tetraeder, der von den flichen z = 0, y = 0, 2z + 3y + z = 4 begrenzt

wird.
2 122 4203y
I :/ / / y dzdydz (10.6)
=0 Jy=0 2=0

dy (10.4)

2
—4. (10.5)
0

2 473217
1= / / 4y — 22y — 3y? dydx (10.7)
=0 Jy=0
2 4—32:5
I= / —y® —2zy® +y° dx (10.8)
=0 0
I= ——(x—2)°d 10.9
| —ga-vtas (10.9)
4 > 16
I=——(z-2)3 =_— 10.1
TAE . 27 (10.10)

¢)f(x,y,z) =z, B wird begrenzt von dem Paraboloid x = 4y? + 422, und der Ebene z = 4.

Der Ebene x = 4 schneidet den Poraboloid in einer Schiissel form. Die Schnittfliche wird durch
bestimmt indem wir z = 4 in der Gleichung = = 4y + 422 einsetzen. Dies ergibt einen Kreis
beschrieben durch y2? + 2% = 1.

Wir kénnen zuerst iiber die x achse integrieren und dann mit polar Koordinaten weiter rechnen.

4
I:// / z dedydz (10.11)
y2+22=1 J4y2 4422
T 4
=S L
y2+z2:1 2

Inst. fiir Analysis und Zahlentheorie 13/
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1 2, 2\?
1= “(16-16 (y +z) dydz (10.13)
y2+22:1 2
Durch die polar koordinaten ist 7 = y/y? + 22, Damit folgt:
27 1
1:8/ / (1 —r4)rdrd0 (10.14)
o Jo
1 1 167
I=167(-—-) =X 10.1
6 (2 6> . (10.15)

d) f(x,y,2) = 3z + zz, B wird begrenzt vom Zylinder 22 + 22 = 9 sowie den Ebenen y + z = 3
und y = 0.

V9—z?
1= / / / 3z + xz dydzdx
=-3 —V9—22

(10.16)
V9—z2 3—z
I= / / 3xy + zzy dzdx (10.17)
-3 —V9—22 0
V9—z2
1—/ / P —9) dzdz (10.18)
=-3 —V9—z2
3 23 V9—x2
1= / —z | = -9z dx (10.19)
r=-3 3 —V9—x2
503
I= / Sav9—a? (mz n 18) da (10.20)
=3
2 3 s
__“(g_ .2 2 _
I=-= (9 z ) <z +36) =0 (10.21)

f(z,y,2) = z, B liegt im oberen Halbraum und wird begrenzt von dem Drehkegel 922 + 22 = y?
sowie den Ebenen z =0, und y =9

9 ¥ Vy2—9z2
I :/ / / z dzdxdy
y=0Jz=—¥% Jz

(10.22)
=0

Inst. fiir Analysis und Zahlentheorie
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1 ? % 2 2
I= 5/ 0/ LY 9z~ dady (10.23)
y=0Jom—y
1[0 5
I== / y* — 32 dy (10.24)
2 Jy=o —¥
1 (2 493 yi? 729
I==2 ody = == 10.25
2 /yzo 9 YT 8|, T 2 (10.25)

11 Bsp.56:

Man berechne das Volumen des kommenden begrenzten Bereichs.

3r+2yz=6,r=0,y=0,2=0 (11.1)
2 882 .6-3z—2y
I= / / / dzdydx (11.2)
=0 Jy=0 z=0
2 67231
Iz/ 6 — 3x — 2y dydx (11.3)
=0 Jy=0

9 6—231'
1= / 6y — 3zy — 2y° dx (11.4)
x=0 0
2 2
9
I:/ 90— 92+ o dz (11.5)
x=0 4
972 323|°
I=92— —+ —| =6. 11.6
| (11.6)

12 Bsp. 57:

Man berechne das Volumen des rdumlichen Bereichs, der unterhalb des Kegels z = /22 + y2 und
iiber der Kreisscheibe 22 + y? < 4.

Unter verwendung von Polarkoordinaten (z = cos¢ und y = sin ¢) kénnen wir z durch r ersetzen,
da r = y/22 + y? und damit nur mehr eine Flidchenintegral rechnen.
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2 2m
I= / / r-r dodr (12.1)
r=0 J ¢=0
2

273 |2
I:/ 2mr? dr = il
r=0

=3 (12.2)

13 Bsp.58:

Man berechne das Integral

beginalign[z///de (13.1)
B

Dabei bezeichnet B den rdumlichen Bereich, der eingeschlossen wird von den Ebenen z = 0 und
z =2 +y+ 5 sowie den Zylindern 22 + 3% = 4 und 22 + y? = 9.
Zuerst machen wir die Koordinaten transformation:

T =1Ccosp
y=rsing (13.2)
z=2z

Wobei das Volumenelement rdrd¢dz entspricht.

2w p3  pr(cos ¢+sin ¢)+5
I= / / / rcos ¢ rdzdrdeg (13.3)
o J2 Jo
27 3 pr(cos ¢+sin ¢)+5
I= / / / % cos ¢ dzdrde (13.4)
o J2 Jo
27 3
I= / / r? cos ¢ (r (cos¢ +sing) +5) drde (13.5)
0o J2
27 1 3
I= / Er3 cos ¢ (3rsin¢g + 3rcos ¢ + 20)| do (13.6)
0 2
27 5
1= / Ecos¢(39sin¢+39cos¢+76) do (13.7)
0
5 2T
== (78¢> — 78cos ¢2 + sin ¢ (78 cos ¢ + 304)) (13.8)
18 .
=20 %5105 (13.9)
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14 Bsp. 59:

Man berechne das Integral

=[] [aav

(14.1)

wobei der Bereich B der im ersten Oktanten (z > 0, y > 0, z > 0) liegende Teil des Paraboloids

z = 22 4+ y? ist, der nach oben von der Ebene z = 4 begrenzt wird.

2 z r?
1:/ // r2 cos ¢ dzdedr
o Jo Jo
2 r3
I :/ / rt cos ¢ dodr
o Jo

2 2z
I:/ rsing| dr
0

0

15 Bsp. 60:

Unter Verwendung von Kugelkoordinaten berechne man das Integral

I:///B(m2+y2+22)2 %

Dabei bezeichnet B die Kugel mit dem Mittelpunkt im Ursprung und dem Rdius 5.
Die Kugelkoordinaten Transformation ist hier dargestellt.

x = rsinfcos ¢
y = rsinfsin ¢
z=rcosf

Wobei dxdydz = r? sin drdfde

2
(2?2 4+ 9%+ 2%)? = (7’2 sin 6% cos ¢? + 12 sin % sin ¢* + % cos 92>

(14.2)

(14.3)

(14.4)

(14.5)

(15.1)

(15.2)
(15.3)

(15.4)

(15.5)
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2
= <r2 (sin 62 (cos ¢ + sin (;52) + cos 92)> =t

5 T 2
I:/ / / 0 sin @ dedodr
o Jo Jo
5 T
1= / / 2778 sin 6 dfdr
o Jo

s

4757

5
dr =4 Sdr =
T ﬂ'jg T T 7

5
I:/ 2110 (— cos 6)
0

0

16 Bsp. 61:

Man bestimme die Jacobi-Determinante der Koordinatentransformation
xr = u2 + w2

y=u+3w

ox ox ox

gﬂ g;’ w 2u 0 2w
J=|% 9y Oyl _|q 0 3

gu gv w

= 0 P2 20 —2v 2w

detJ = 12uv — dovw

(15.6)

(15.7)

(15.8)

(15.9)

(16.1)

(16.2)

(16.3)

(16.4)

(16.5)
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